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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ öèðêóëÿíòíûõ ãðà�îâ ñ íå�èêñèðîâàí-

íûìè ñêà÷êàìè, è îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíî-

ìà χL (µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà òàêèõ ãðà�îâ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëè-

íîì ïðåäñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ �óíêöèé, âûðàæåí-

íûõ ÷åðåç êîðíè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî

ðîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî χL (µ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êâàäðàòà öåëî÷èñ-

ëåííîãî ïîëèíîìà è ÿâíî çàäàííûõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé. Â çà-

êëþ÷åíèè ïðèâåäåíà �îðìóëà ïîäñ÷åòà ÷èñëà êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ

â ãðà�å.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

öèðêóëÿíòíûé ãðà�, êîðíåâîé îñòîâíîé ëåñ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëè-

íîì, ìàòðèöà Ëàïëàñà.
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Abstrat

The main objets of the present paper are irulant graphs with non-

�xed jumps. The paper desribes the struture of harateristi polynomial

χL (µ) of Laplae matrix of suh a graphs. It is shown that harateristi

polynomial an be presented as a produt of algebrai funtions, eah of

them is expressed through the roots of linear ombination of Chebyshrev

polynomials of the �rst kind. Also, it is proved that χL (µ) is always a square

of an integer polynomial multiplied by some presribed integer polynomial.

As an example of appliation, the formula for the number of rooted spanning

forests in suh a graphs is given.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ñâÿçíîãî ãðà�à G ÿâëÿåò-

ñÿ åãî ñëîæíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì îñòîâíûõ äåðåâüåâ τ(G) äàííîãî
ãðà�à. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãðà� íå ñâÿçåí, òî åãî ñëîæíîñòü ðàâíà íóëþ.

Äëÿ ñâÿçíîãî ãðà�à ñëîæíîñòü âûðàæàåòñÿ ïî òåîðåìå Êèðõãî�à [1℄ êàê

ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Ëàïëàñà çà-

äàííîãî ãðà�à, ïîäåëåííîå íà ÷èñëî åãî âåðøèí. Òàêæå â çàäàííîì ãðà�å

âàæíûì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ. Ñîãëàñíî

ðåçóëüòàòó ðàáîòû [2℄, ýòî çíà÷åíèå ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ

ìàòðèöû det(L +E), ãäå L � ìàòðèöà Ëàïëàñà ãðà�à G, à E � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

�àíåå áûëè ïîëó÷åíû ñòðóêòóðíûå òåîðåìû, îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà

÷èñëà îñòîâíûõ äåðåâüåâ [3℄ è êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ [4℄ äëÿ ñåìåéñòâà

öèðêóëÿíòíûõ ãðà�îâ ñ �èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè. Äàííûå âåëè÷èíû

çàâèñÿò îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà χL (µ)
ìàòðèöû Ëàïëàñà ðàññìàòðèâàåìîãî ãðà�à. Ñòðóêòóðà ñàìîãî ïîëèíîìà

χL (µ) äëÿ öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à îïèñàíà â ñòàòüå [5℄. Âåëè÷èíà, ðàâíàÿ

χL (−1) = det(L + E), ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êîìáèíàòîðíûì èíâàðèàíòîì,

îòâå÷àþùèì çà ïîäñ÷åò ÷èñëà êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â ãðà�àõ (áîëåå

ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. ñòàòüè [2, 4, 6℄).

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

χL (µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à íà βn âåðøèíàõ

Gn = Cβn(s1, . . . , sk, α1n, . . . , αℓn),

ñ íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè, ãäå

1 ≤ s1 < s2 < . . . < sk <

[
βn

2

]
, è 1 ≤ α1 < . . . < αℓ ≤

[
β

2

]
.

Âñþäó äàëåå ÷èñëî n ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, à s1, s2, . . . , sk,

α1, α2, . . . , αℓ è β > 1 � �èêñèðîâàííûå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Â

ñòàòüå òàêæå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäñ÷åò ÷èñëà êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â

òàêèõ ãðà�àõ. Î ïîäñ÷åòå ÷èñëà îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ öèðêóëÿíòíûõ

ãðà�îâ ñì. ñòàòüè [7, 8, 9, 10, 11, 12℄.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðà� G, èíà÷å ãîâîðÿ, ãðà� ñ

êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè âåðøèí V (G) è ðåáåð E(G), ñîäåðæàùèé îäíó
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êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðà� G íå ñîäåðæèò ïåòåëü,

íî, âîçìîæíî, äîïóñêàåò íàëè÷èå êðàòíûõ ðåáåð. Äàííîìó ãðà�ó ïîñòàâèì

â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó ñìåæíîñòè A = {auv}u,v∈V (G), ãäå auv åñòü ÷èñëî

ðåáåð ìåæäó âåðøèíàìè u, v ∈ V (G) ãðà�à G, è ìàòðèöó âàëåíòíîñòè

âåðøèí D = {dvv}v∈V (G), ãäå dvv åñòü ñòåïåíü âåðøèíû v ∈ V (G), êîòîðóþ
ìîæíî îïðåäåëèòü ïî �îðìóëå dvv =

∑
u∈V (G)

auv. Òîãäà ìàòðèöà ðàçíîñòè

L = D − A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ëàïëàñà èëè ëàïëàñèàíîì ãðà�à G,

à ñîîòâåòñòâóþùèé åé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χL (µ) îïðåäåëÿåòñÿ
÷åðåç îïðåäåëèòåëü χL (µ) = det(L − µE), ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà, ðàâíîãî ÷èñëó âåðøèí ãðà�à G.

Îïðåäåëåíèå 1. �ðà� G = Cn(s1, s2, . . . , sk) íà n âåðøèíàõ íàçûâàåòñÿ
öèðêóëÿíòíûì ãðà�îì, åñëè ñóùåñòâóþò öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà 1 ≤
s1 < s2 < . . . < sk ≤

n
2
òàêèå, ÷òî ëþáàÿ i-ÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ âåðøèíàìè

i±s1, i±s2, . . . , i±sk ïî ìîäóëþ n. Âåëè÷èíû sj, j = 1, 2, . . . , k, íàçûâàþòñÿ
ñêà÷êàìè ãðà�à.

�ðà� G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå gcd(s1, s2, . . . , sk, n) = 1. Òàêæå ñ êàæäûì öèðêóëÿíòíûì ãðà�îì

G àññîöèèðóåòñÿ ïîëèíîì Ëîðàíà âèäà

L(z) = 2k −

k∑

i=1

(zsi + z−si).

Â äàííîé ñòàòüå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ öèðêóëÿíòíûõ ãðà�îâ ñ

íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè. Ââåäåì îïðåäåëåíèå òàêèõ ãðà�îâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Gn = Cβn(s1, . . . , sk, α1n, . . . , αℓn) íà βn âåðøèíàõ íà-

çûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíûì ãðà�îì ñ íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè 1 ≤ s1 <

s2 < . . . < sk <
[
βn

2

]
, è 1 ≤ α1 < . . . < αℓ ≤

[
β

2

]
, åñëè ëþáàÿ i-ÿ âåðøèíà

ñìåæíà ñ âåðøèíàìè i±s1, i±s2, . . . , i±sk è i±α1n, i±α2n, . . . , i±αℓn ïî

ìîäóëþ βn. Çäåñü β è ℓ � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à n ïðåäïîëàãàåòñÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè αℓ <
[
β

2

]
, òî ãðà� Gn íå ñîäåðæèò êðàòíûõ ðåáåð.

Åñëè αℓ =
[
β

2

]
, òî ëþáàÿ i-ÿ âåðøèíà ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøèíîé i ± βn

2
ïî

ìîäóëþ βn äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ðåáðàìè.

Ïðèìåðîì öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à Gn ñ íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè

ñëóæèò ãðà� íà 2n âåðøèíàõ C2n(1, n), íàçûâàåìûé ëåñòíèöåé Ì¼áèóñà

ñ äâîéíûìè ñòóïåíÿìè.
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Çàìå÷àíèå 1. Â ñòàòüÿõ [13, 14, 15℄, ïîñâÿùåííûõ öèðêóëÿíòíûì ãðà-

�àì ñ íå÷åòíîé ñòåïåíüþ âåðøèí, ñèìâîëîì C2n(1, n) îáîçíà÷àåòñÿ ëåñòíè-
öà Ì¼áèóñà ñ îäèíàðíûìè ñòóïåíÿìè. Ñòåïåíü âåðøèí ýòîãî ãðà�à íå÷åò-

íà è ðàâíà 3.

Êàê è äëÿ ãðà�à Cn(s1, s2, . . . , sk), êàæäîìó öèðêóëÿíòíîìó ãðà�ó ñ

íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè Gn = Cβn(s1, . . . , sk, α1n, . . . , αℓn) ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå ïîëèíîì Ëîðàíà âèäà

L(z) = 2(k + ℓ)−

k∑

i=1

(zsi + z−si)−

ℓ∑

m=1

(zαmn + z−αmn),

îïèñûâàþùèé ñòðóêòóðó ìàòðèöû Ëàïëàñà çàäàííîãî ãðà�à. Îòìåòèì,

÷òî íóìåðàöèþ âåðøèí öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à Gn ìîæíî âûáðàòü òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðèöà ñìåæíîñòè A è ìàòðèöà Ëàïëàñà L äàííîãî ãðà-

�à áûëè öèðêóëÿíòíûìè. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöó ïîðÿäêà n íàçûâàþò

öèðêóëÿíòíîé, åñëè îíà èìååò âèä

circ(x1, x2, . . . , xn) =




x1 x2 x3 . . . xn

xn x1 x2 . . . xn−1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x2 x3 x4 . . . x0


 .

Òîãäà ëàïëàñèàí ãðà�à Gn ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàòðèöó âèäà

L = L(T ) = 2(k + ℓ)E−

k∑

i=1

(T si + T−si)−

ℓ∑

m=1

(T αmn + T−αmn),

ãäå T = circ(0, 1, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà βn,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò öèêëè÷åñêèé îïåðàòîð ñäâèãà

T : (x1, x2, . . . , xβn−1, xβn) → (x2, x3, . . . , xβn, x1).

�àññìîòðèì ïîëèíîì Ëîðàíà L(z) ãðà�à Gn. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

ñóììû L(z) = P (z) + p(zn) äâóõ ïîëèíîìîâ

P (z) = 2k −

k∑

i=1

(zsi + z−si) è p(z) = 2ℓ−

ℓ∑

m=1

(zαm + z−αm). (1)

è ââåäåì ñëåäóþùèå ïîëèíîìû

Pu(z) = P (z) + p(ei
2πu
β ), u = 0, 1, . . . , β − 1. (2)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn(w) = cosnθ, ãäå θ = arccosw, ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåð-

âîãî ðîäà [16, Chapter 1℄. Ïîñêîëüêó äëÿ ïîëèíîìà Tn(w) âåðíî ðàâåíñòâî

Tn

(
z+z−1

2

)
= zn+z−n

2
, ïîëèíîì P (z) çàïèøåòñÿ â âèäå

P (z) = Q(w) = 2k − 2

k∑

i=1

Tsi(w),

ãäå w = z+z−1

2
. Òàêæå òàê êàê ïîëèíîì p(z) â òî÷êå z = e

i 2πu
β

èìååò âèä

p(ei
2πu
β ) = 4

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
,

òî äëÿ ïîëèíîìîâ (2) áóäåò èìåòü ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Pu(z) = Qu(w) = 2k − 2
k∑

i=1

Tsi(w) + 4
ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
.

Êîðíè ïîëèíîìîâ Pu(z) è Qu(z) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì �àêòîì.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âåëè÷èíû zk,
1
zk
, ïðè k = 1, 2, . . . s, ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè ïîëèíîìà Pu(z), òî ÷èñëà wk =
zk+z−1

k

2
� êîðíè ïîëèíîìà Qu(w).

Â çàêëþ÷åíèè äàííîãî ïàðàãðà�à ðàññìîòðèì òåõíè÷åñêóþ ëåììó, ðà-

íåå ïðèâåäåííóþ â ñòàòüå [12℄ è íåîáõîäèìóþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-

íîãî ðåçóëüòàòà ñòàòüè.

Ëåììà 1. Äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ω è ïîëèíîìà âèäà

Hu(z) =

m∏

s=1

(z − zs(u))(z − z−1
s (u)),

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

n−1∏

t=0

Hu(e
i 2πt+ω

n ) = (−eiω)m
m∏

s=1

(2Tn(ωs(u))− 2 cosω),

ãäå ωs(u) =
1
2
(zs(u) + z−1

s (u)), è Tn(ω) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîëèíîì Hu(z) ïðè z = ei
2πt+ω

n
. Èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

n−1∏

t=0

Hu(e
i 2πt+ω

n ) =

n−1∏

t=0

m∏

s=1

(ei
2πt+ω

n − zs(u))(e
i 2πt+ω

n − z−1
s (u)) =
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=
n−1∏

t=0

m∏

s=1

(−ei
2πt+ω

n z−1
s (u))(zs(u)− ei

2πt+ω
n )(zs(u)− e−i 2πt+ω

n ) =

=

m∏

s=1

(−eiωz−n
s (u))

n−1∏

t=0

(zs(u)− ei
2πt+ω

n )(zs(u)− e−i 2πt+ω
n ) =

=
m∏

s=1

(−eiωz−n
s (u))(z2ns (u)− 2zns (u) cosω + 1) =

= (−eiω)m
m∏

s=1

(zns (u) + z−n
s (u)− 2 cosω) = (−eiω)m

m∏

s=1

(2Tn(ωs(u))− 2 cosω).

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå Tn(
z+z−1

2
) = zn+z−n

2
äëÿ

ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

� 3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû Ëàïëàñà

öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à ñ íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïðèâîäèòñÿ ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ïîëèíîìà χL (µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à Gn ñ íå�èêñèðî-

âàííûìè ñêà÷êàìè. À èìåííî, â îñíîâíîé òåîðåìå 1 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ïîëèíîì χL (µ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ

�óíêöèé, âû÷èñëåííûõ â êîðíÿõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëèíîìîâ ×åáû-

øåâà ïåðâîãî ðîäà. Ñ�îðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó è ïðèâåäåì

åå äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χL (µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà L

öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à

Gn = Cβn(s1, . . . , sk, α1n, . . . , αℓn),

1 ≤ s1 < . . . < sk <

[
βn

2

]
, 1 ≤ α1 < . . . < αℓ ≤

[
β

2

]
,

ñ íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè çàäàåòñÿ �îðìóëîé

χL (µ) = (−1)n(β−1)

β−1∏

u=0

sk∏

j=1

(
2Tn(wj(u))− 2 cos

(
2πu

β

))
,

ãäå Ts(w) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, è ÷èñëà wj(u) åñòü êîðíè

ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

k∑

i=1

Tsi(w) = k −
µ

2
+ 2

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
,
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äëÿ êàæäîãî u = 0, 1, . . . , β − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. �ðà�ó Gn ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîëèíîì Ëîðàíà

L(z) âèäà

L(z) = 2(k + ℓ)−

k∑

i=1

(zsi + z−si)−

ℓ∑

m=1

(zαmn + z−αmn).

Òîãäà ëàïëàñèàí ãðà�à Gn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà

L = L(T ) = 2(k + ℓ)E−

k∑

i=1

(T si + T−si)−

ℓ∑

m=1

(T αmn + T−αmn),

ãäå T = circ(0, 1, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà βn.

Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χL (µ) ìàòðèöû L ðàâåí îïðå-

äåëèòåëþ ìàòðèöû L − µE, ò.å.

χL (µ) = det(L − µE).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëèíîìà χL (µ) îïðåäåëèì ñíà÷àëà ñïåêòð

ìàòðèöû L − µE. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à v � ñîáñòâåííûé

âåêòîð äàííîé ìàòðèöû. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, det(L − µE − λE) = 0, è
èìååò ìåñòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

[
(2(k + ℓ)− µ− λ)E−

k∑

i=1

(T si + T−si)−

ℓ∑

m=1

(T αmn + T−αmn)

]
v = 0. (3)

Çàìåòèì [17℄, ÷òî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöû T ÿâ-

ëÿþòñÿ ñòåïåíè ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ åäèíèöû ζ
j
βn, j = 0, 1, . . . , βn−1, ãäå

ζℓ = e
2πi
ℓ
, è T ïîäîáíà ìàòðèöå T = diag(1, ζβn, . . . , ζ

βn−1
βn ). Èç ýòîãî ñëåäó-

åò, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â äèàãîíàëüíîé �îðìå,

à ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû L − µE ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûå âåêòî-

ðû ej+1 = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j+1−é

, 0, . . . , 0) äëèíû βn. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî

j = 0, 1, . . . , βn− 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[
(2(k + ℓ)− µ− λ)E−

k∑

i=1

(Tsi + T
−si)−

ℓ∑

m=1

(Tαmn + T
−αmn)

]
ej = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj ìàò-

ðèöû L − µE óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

2(k + ℓ)− µ− λj −
k∑

i=1

(ζjsiβn + ζ
−jsi
βn )−

ℓ∑

m=1

(ζjαmn
βn + ζ

−jαmn
βn ) = 0.
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Èíà÷å ãîâîðÿ,

λj = 2(k + ℓ)− µ−

k∑

i=1

(ζjsiβn + ζ
−jsi
βn )−

ℓ∑

m=1

(ζjαmn
βn + ζ

−jαmn
βn ) = L(ζjβn)− µ.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ãðà� Gn ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâÿçíûì; ýòî

çíà÷èò, ÷òî λ0 = −µ è λj > −µ ïðè j = 1, 2, . . . , βn− 1. Ïîñêîëüêó λ0 + µ

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðà�à Gn, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

ëàïëàñèàíà ãðà�à Gn çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

χL (µ) =

βn−1∏

j=0

(L(ζjβn)− µ). (4)

Ïðåîáðàçóåì âèä ïîëèíîìà χL (µ). Ïóñòü j = βt+ u, òîãäà 0 ≤ t ≤ n− 1 è
0 ≤ u ≤ β − 1, à ïîëèíîì χL (µ) çàïèøåòñÿ â âèäå

χL (µ) =

n−1∏

t=0

(L(ζβtβn)− µ)

β−1∏

u=1

n−1∏

t=0

(L(ζβt+u
βn )− µ),

ò.å. ïîëèíîì χL (µ) ðàñïàäåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæèòåëåé

χ1
L
(µ) =

n−1∏

t=0

(L(ζβtβn)− µ), χ2
L
(µ) =

β−1∏

u=1

n−1∏

t=0

(L(ζβt+u
βn )− µ).

�àññìîòðèì ïåðâûé ïîëèíîì χ1
L
(µ), ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèþ u = 0.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ζ
βt
βn = ζ tn è ïîëèíîì Ëîðàíà L(z) ðàñêëàäûâàåò-

ñÿ â ñóììó ïîëèíîìîâ (1), òî âåðíî ðàâåíñòâî L(ζβtβn) = P (ζ tn). Âåëè÷èíû
λt = P (ζ tn)−µ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå ýëåìåíòàðíûå ìíîæèòåëè õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ëàïëàñèàíà öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à Cn(s1, s2, . . . , sk)
ñ �èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè s1, s2, . . . , sk íà n âåðøèíàõ. Ñîãëàñíî ðåçóëü-

òàòó ðàáîòû [2, Òåîðåìà 1℄, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χ1
L
(µ) ëàïëàñè-

àíà ãðà�à Cn(s1, s2, . . . , sk) èìååò âèä

χ1
L
(µ) =

sk∏

ℓ=0

(2Tn(wℓ)− 2), (5)

ãäå Ts(w) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, è ÷èñëà wℓ ÿâëÿþòñÿ êîð-

íÿìè óðàâíåíèÿ

2
k∑

i=1

Tsi(w) = 2k − µ. (6)
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�àññìîòðèì âòîðîé ïîëèíîì χ2
L
(µ), ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþ u > 0. Òàê

êàê ïîëèíîì Ëîðàíà L(z) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ïîëèíîìîâ (1) è èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî (ζβt+u
βn )n = ζuβ , òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ìíîæèòåëÿ

â ïîëèíîìå χ2
L
(µ) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

L(ζβt+u
βn )− µ = P (ζβt+u

βn ) + p((ζβt+u
βn )n)− µ = P (ζβt+u

βn ) + p(ζuβ )− µ.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ââåäåì îáîçíà÷åíèå Pu(z) = P (z) + p(ζuβ ). Çàìå-
òèì, ÷òî ïîëèíîì Pu(z)−µ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíäðîìè÷íûì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ Pu(z) − µ = Pu(z
−1) − µ. Òîãäà ýòîò ïîëèíîì ïðåäñòàâèì â

ñëåäóþùåì âèäå

Pu(z)− µ = −

sk∏

ℓ=1

(z − zℓ(u))(z − z−1
ℓ (u)),

ãäå wℓ(u) =
1
2
(zℓ(u) + z−1

ℓ (u)) åñòü êîðíè óðàâíåíèÿ

k∑

i=1

Tsi(w) = k −
µ

2
+ 2

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
. (7)

Ïðèìåíÿÿ ê ïîëèíîìó Pu(z)−µ óòâåðæäåíèå ëåììû 1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå

n−1∏

t=0

(Pu(e
i
2πt+2πt

β

n )− µ) = (−1)n(−e
i 2πu

β )sk
sk∏

j=1

(2Tn(wj(u))− 2 cos
2πu

β
).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëèíîìà χ2
L
(µ) èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

χ2
L (µ) =

β−1∏

u=1

n−1∏

t=0

(L(ζβt+u
βn )− µ) =

β−1∏

u=1

n−1∏

t=0

(Pu(e
i
2πt+2πt

β

n )− µ) =

=

β−1∏

u=1

(−1)n(−ei
2πu
β )sk

sk∏

j=1

(2Tn(wj(u))− 2 cos
2πu

β
) =

= (−1)(n+sk)(β−1)

β−1∏

u=1

(ei
2πu
β )sk

sk∏

j=1

(2Tn(wj(u))− 2 cos
2πu

β
).

Ïîñêîëüêó β è sk � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, âåðíî ðàâåíñòâî

β−1∏

u=1

(ei
2πu
β )sk = ei(β−1)πsk = (−1)(β−1)sk .
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Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χ2
L
(µ) èìååò âèä

χ2
L
(µ) = (−1)n(β−1)

β−1∏

u=1

sk∏

j=1

(2Tn(wj(u))− 2 cos
2πu

β
). (8)

Èç �îðìóë (5), (6) è (8), (7) ñëåäóåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χL (µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà

L öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à

Cβn(1, α1n, . . . , αℓn), 1 ≤ α1 < . . . , αℓ ≤

[
β

2

]
,

ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà çàäàåòñÿ �îðìóëîé

χL (µ) =

β−1∏

u=0

(
2Tn

(
1−

µ

2
+ 2

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

))
− 2 cos

(
2πu

β

))
,

ãäå Tn(w) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå k = 1 è s1 = 1. Âèä õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ χL ñëåäóåò èç òåîðåìû 5, ãäå j = 1, à w1(u) ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì óðàâíåíèÿ

T1(w1(u)) = 1−
µ

2
+ 2

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
.

Ïîñêîëüêó T1(w) = w, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χL (µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà

L öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à

Cβn(1, 2, α1n, . . . , αℓn), 1 ≤ α1 < . . . < αℓ ≤

[
β

2

]
,

çàäàåòñÿ �îðìóëîé

χL (µ) = (−1)n(β−1)

β−1∏

u=0

sk∏

j=1

(
2Tn(wj(u))− 2 cos

(
2πu

β

))
,
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ãäå Tn(w) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, è ÷èñëà

w1,2(u) =
1

4


−1±

√√√√25 + 4µ+ 16

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
 ,

äëÿ êàæäîãî u = 0, 1, . . . , β − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü k = 2, s1 = 1 è s2 = 2. Âèä õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ χL ñëåäóåò èç òåîðåìû 5, ãäå j = 2, à w1(u) è w2(u)
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

T1(w(u)) + T2(w(u)) = 2−
µ

2
+ 2

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
.

È ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ, T1(w(u)) = w(u) è T2(w(u)) = 2w2(u) − 1,
ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2w2(u) + w(u)− 1 = 2−
µ

2
+ 2

ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû w1,2(u), óêàçàííûå â óòâåðæäåíèè

ñëåäñòâèÿ.

� 4. Âûäåëåíèå öåëîãî êâàäðàòà â

õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ïîëèíîìå

Â äàííîì ïàðàãðà�å èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà χ(µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à Gn.

Â òåîðåìå 2 ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì öèðêóëÿíòíîãî

ãðà�à âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì íåêîòîðîãî öåëî÷èñëåííîãî ïî-

ëèíîìà ñ òî÷íîñòüþ äî ÿâíî çàäàííûõ ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü χL (µ) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

ìàòðèöû Ëàïëàñà L öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à

Gn = Cβn(s1, . . . , sk, α1n, . . . , αℓn),

1 ≤ s1 < . . . < sk <

[
βn

2

]
, 1 ≤ α1 < . . . < αℓ ≤

[
β

2

]
.

Ïóñòü ÷èñëà p è q ðàâíû êîëè÷åñòâó ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿõ s1, s2, . . . , sk è α1, α2, . . . , αℓ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò öå-

ëî÷èñëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü dn(µ) òàêàÿ, ÷òî
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1. χL (µ) = µ(µ− 4p)(dn(µ))
2
, åñëè n ÷åòíî;

2. χL (µ) = µ(µ− 4(p+ q))(dn(µ))
2
, åñëè n íå÷åòíî, β ÷åòíî;

3. χL (µ) = −µ(dn(µ))
2
, åñëè n íå÷åòíî, β íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû p è q ìîæíî îïðåäåëèòü ïî

�îðìóëàì p = 1
2

k∑
i=1

(1 − (−1)si) è q = 1
2

ℓ∑
m=1

(1 − (−1)αm). Êàê îòìå÷àëîñü

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χL (µ) ðàâåí

îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû L − µE è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (4), èíà÷å ãîâîðÿ,

χL (µ) =

βn−1∏

j=0

(λ̃j − µ),

ãäå λ̃j = L(ζjβn), çäåñü ζβn = e
2πi
βn

è

L(z) = 2(k + ℓ)−
k∑

i=1

(zsi + z−si)−
ℓ∑

m=1

(zαmn + z−αmn).

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

λ̃βn−j = L(ζβn−j
βn ) = L(ζjβn) = λ̃j .

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ïðè íå÷åòíîì çíà÷åíèè βn èìååò âèä

χL (µ) =

βn−1∏

j=0

(λ̃j − µ) = −µ

βn−1∏

j=1

(λ̃j − µ) = −µ

βn−1

2∏

j=1

(λ̃j − µ)2,

à ïðè ÷åòíîì çíà÷åíèè βn ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

χL (µ) =

βn−1∏

j=0

(λ̃j − µ) = −µ(λβn

2

− µ)

βn

2
−1∏

j=1

(λ̃j − µ)2.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî λj ñîäåðæèòñÿ â ïðèâåäåííûõ

âûøå ïðîèçâåäåíèÿõ âìåñòå ñî âñåìè åãî ñîïðÿæåííûìè ïî �àëóà ýëåìåí-

òàìè [18℄. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Âèåòà, óêàçàííûå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

öåëî÷èñëåííûìè ïîëèíîìàìè. Íàéäåì çíà÷åíèå ÷èñëà λβn

2

, ãäå βn � ÷åò-

íîå ÷èñëî. Ïóñòü ñíà÷àëà ÷èñëî n ÷åòíîå, òîãäà

λβn

2

= L(−1) = 2(k+ℓ)−
k∑

i=1

((−1)si +(−1)−si)−
ℓ∑

m=1

((−1)αmn+(−1)−αmn) =
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= 2k −

k∑

i=1

((−1)si + (−1)−si) = 2

k∑

i=1

(1− (−1)si) = 4p.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n íå÷åòíî è β ÷åòíî. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

λβn

2

= L(−1) = 2(k+ℓ)−

k∑

i=1

((−1)si +(−1)−si)−

ℓ∑

m=1

((−1)αmn+(−1)−αmn) =

= 2

k∑

i=1

(1− (−1)si) + 2

ℓ∑

m=1

(1− (−1)αm) = 4p+ 4q.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì χL (µ) ìàòðèöû Ëàïëàñà L

èìååò ñëåäóþùèé âèä

χL (µ) = µ(µ− 4p)

βn

2
−1∏

j=1

(λ̃j − µ)2,

åñëè n ÷åòíî, è

χL (µ) = µ(µ− 4(p+ q))

βn

2
−1∏

j=1

(λ̃j − µ)2,

åñëè n íå÷åòíî è β ÷åòíî. Ïîëàãàÿ dn(µ) =

βn−1

2∏
j=1

(λ̃j − µ)2 ïðè íå÷åòíîì n,

è dn(µ) =

βn

2
−1∏

j=1

(λ̃j − µ)2 ïðè ÷åòíîì n ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

� 5. Ïîäñ÷åò ÷èñëà îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíîì

ãðà�å ñ íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè

Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå �îðìóëû äëÿ ïîäñ÷å-

òà ÷èñëà êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à ñ íå�èêñèðîâàí-

íûìè ñêà÷êàìè â òåðìèíàõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ÷èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ fG â íåêî-

òîðîì ãðà�å G ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû L +E, ãäå

L � ëàïëàñèàí ãðà�à G. Çàìåòèì, ÷òî äàííóþ âåëè÷èíó ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû Ëàïëàñà, êîòî-

ðûé ïî îïðåäåëåíèþ χL (µ) = det(L − µE), ò.å. ÷èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ

ëåñîâ ðàâíî âåëè÷èíå χL (−1).
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Èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà χL (µ) ìàòðèöû
Ëàïëàñà öèðêóëÿíòíîãî ãðà�à ñ íå�èêñèðîâàííûìè ñêà÷êàìè Gn, ïðèâå-

äåííóþ â òåîðåìå 1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. ×èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíîì ãðà�å

Gn = Cβn(s1, . . . , sk, α1n, . . . , αℓn),

1 ≤ s1 < . . . < sk <

[
βn

2

]
, 1 ≤ α1 < . . . < αℓ ≤

[
β

2

]
,

çàäàåòñÿ �îðìóëîé

fG(βn) =

β−1∏

u=0

sk∏

j=1

(
2Tn(wj(u))− 2 cos

(
2πu

β

))
,

ãäå Ts(w) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, è ÷èñëà wj(u) åñòü êîðíè

ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

k∑

i=1

(2Tsi(w)− 2) = 1 + 4
ℓ∑

m=1

sin2

(
πuαm

β

)
,

äëÿ êàæäîãî u = 0, 1, . . . , β − 1.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà òùàòåëüíóþ ïðîâåðêó

òåêñòà è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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